AR

MATHEMA TISCH CENTRUM, ' Rapport Z.W. = 1950006,
2de Boerhaavestraat 49, MRS . .
Amsterdam-o.

Voordracht door W.L. Scheen in de serie

Actualiteiten op 25 Maart 1950,

FACULTEITREEKSEN.

1. Gegeneraliseerde Beta-integralen. Alzemene ontwikkelingssiellig‘g.

I. 2ijy(t) een in het interval o<t <t reguliere functie, die in
dit interval voldoet aan de relatie?
’ Mo =%
H/(f)l < ¢t Yoty
waarin ¢,>8 , 44 en g, van 1 onafhankelijke geschikt gekozen reéle
getallen voorstellen.

We definiBren dan voor Re o > Qe ;RJPN}. de gegeneraliscerde
Bata-integrasl B ( ,f.’s Y ) als

(1) B o(,(;\,;w)>=Jlt°‘" (-t i) dt

II. Zij (JC) een functie, die na het aanbrengen van een snede langs
de redle as van 1 naar —co analytisch en eenwaardig is in de cirkel

CI gedefinieerd door }}-H =S,<I ; Stel verder dat beide analytische
voortzettingen op het segment O<'[i < 1 bestaan, ondubbelzinnig be-
paald zijn en dat voor beiden in die omgeving vant = 0 geldt

‘y@}<cﬁdp

We definieren dan voor R,L oD qy.

i o~ B-1 '

2 B (o) | 0ty o

De integra‘tieweg\ﬁ/, wordt'hierin genomen langs de reéle as van
0 tot 1 = 8, , in positieve richting langs de omtrek vanC,., en weer
terug largs de reéle as van 1 -g, , naar O. Ilangs het eerste gtuk van
de redle as kiest men voor de waarde van Y (t ) een van de bovenge-
noemde voortzettingen, zodat na het doorlopen van de omtrek van C,
(in positieve richting) en andersom de andere voortzetting van'yf (t)
wordt aanégenomen. Arg (1t ~1) wordt gelijk aan nul gesteld in

t=14+9 .

Is y/ (t) regulier int = 1, dan is als Rg /3>0'

(3) B, (ctpiyt) = 252 Bops )
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Is bovendien {3 geheel, dan is
(4) | ;B,(%P syt )20%(%-;) = B(o{,{};xy@

I1L. 2ijy (1) een functie, die, na het aanbrengen van een snede
iangs de reéle as van 0 naar o , analytisch en ecenwaardig is in de
cirkel (C, gedefinieerd door |t] =8, <1 . Stel verder, dat de
beide analytische voortzettingen Tangs het segmert O<f < 1 bestaan
en dat voor beide in de omgeving van t = 1 geldt

iyl < o 617

We definiéren dan voor Rzp > g

(5) BO (o(){f, ;\}IU:)):-YT;TS {-JCJOH (I_i_)p” \*/(f)df
W,

De integratieweg W:, wordt hierin genomen langs de reele as van
1 naar 80 , in positisve richting langs de omtrek van Co en weer
terug langs de reéle as van 80 naar 1. Langs het eerste stuk van de
redle as kiest men voor de waarde van Y (1) 8én van bovengenoemde
analytische voortzettingen, zodat, na het doorlopen van CO in posi=
tieve richting, de andere voortzetting van\*z (i) wordt sangenomen.

" Arg (-1) wordt gelijk aan mul gesteld in t=-4,.

Opmerkingens
Algemeen geldt:

@ Blepyl) = Blp iyt

Verder geldt als \}/ (t) regulier is int= 0 en als RD, AqA>0

™ B, (et - 222 Bw s yt)

Ts bovendien o geheel, dans

(8) B(d,/s Lyt JZ«%H)) - B o[,{i;y(ﬂ)

IV. We bewijzen nu voor integralen van het type (2) een algemene
ontwikkelingsstelling. Wegens de betrekking (6) kan men deze direct
omzetten in een ontwikkelingsstelling voor -integralen van het type
(5)., BEen analoog bewijs levert een later te noemen algemene ontwik-
kelingsstelling voor integralen van het type (1).

Beschouw dus een integraal van het type (2). Neem aan, dat ?/(f) |
te schrijven is als \f/(-t) - ot c?(ﬂ



I

waarin q (JC) een functie is, die in de cirkel \I—H = 1 analytisch en

cenwaardig is en daar voldoet aen "
~Re -
(9) \,cp(ﬂl< et ¢ (““‘*9

waarin Cq,‘ta>o en q‘ geschikt gekozen, van t onafhankelijke getal-
len voorstellen. De voory (f) ingevoerde veronderstellingen impli-
ceren, da‘t'%"- (1) na het sarbrengen van een snede langs de reéle as
van 1 naar -00 in de cirkel G, analytisch en cenwaardig is, dat de
beide analytische voortzettingen op het segment O <t < 1 bestaan en
ondubbelzinnig bepaald zijn. We nemen bovendien aan, dat de genoemde
voortzettingen op dat deel van het segment, hetwelk in de omgeving‘
van t =0 ligt, voldoen aan R

(10) l%(ﬂ <c, b

waarin Cg >0 en qy’ geschikt gekozen van t onafhankelijke reéle

getallen voorstellen.
Nu geldt de volgende
Stellings B, (« Py (t)) kan voor RﬂdVP*%w‘Rﬂq’ ontwikkeld worden

in de reekss 0 L
o~ ¢~} ~1+ %
I }E(,,)k a S T (i’-i)ﬁ %(U dt
k

amre =3 \W

!
waarin de Oy de ontwikkelingscoefficienten zijn van

Lad

' k
tY ) = 2 oy 0-Y
Bewi;]‘si Ve schrijven)z_'

2 2
ot - 2 eyt el S

zodat o » \
S/? &) = ;k_, (_’) - ak#-‘z (.}:"/)
IsnuO<%2<1len )C,z de omtrek van de cirkel lPH =+, dan
geld‘b

i

“a, -t ) e
() oy =qar) v gl (o)
en dus voor iedere t bignnen )(,& gelegen

. 9 co _ k
S/E&}zj,‘n W f{@r)_i {t-) dur

('ww)i‘H o w3

G A .
A, four—i) 1)




iy

Gebruik makend van de ongelijkheid ((i,?g?i vinden we

b Al

(11) \\qtﬂf < cgl-4) * o
waarin Cg4 een van 2 onafhankelijke constante voorstelt:

Passen we nu toe de ‘transformatle

wearin ¢= \i- “ , dus 0 = ?< 'L , dan vinden we voor de integraal in
het rechterlid van bovenstaande ongelijkheid
r
S dar S dq
Jotl = ey

Hierin is

‘LI—D/z?mcf-rgal:(iL_?)z-rhfz?m}n‘zi—éf > (e-g)
m ook > L/fcsomxl-’ic( > %Z/L?sz
Is gg(Z—V'g),danis

- atpen gt ?z>=(¢~ 5032 > 2V —1)2

zodat dan :
B ddwd o aw
fw-tl T VE-
Is daarentegen p>(2 - V——), dan is er in het eerste kwadrant
een hoek 2<\/ te vinden zodanig dat sin ZX -'-;—'—L??— en
14
Air! <Mg‘ﬁ_ o [E by o
SK\’WH = o"L-§3+l KJ_W "o?+1r 26% ¥ &?T?f

(4
In de laatste uitdrukking zijn de cerste en tweede term begrensd
terwijl de laatste term van de orde log-é—“—-é is. Onder alle omstandig-

heden geldt dus
Ifw H “t 20%

Volgens (11) v1nden wes '

5,4

(12)

A -p 2
C - . .
<Cp n ( fb) /?a% oo ( c.{. en C? 2.131; vcog)

We kunnen nu schrijvens

Bl \}/(ﬂ} Z(i) akﬁ £ )(“k :%& t 4Ry
o( q- ’(j[—/>(5+}? I%H_ S &

met

‘.«/.
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De integralen bestaan, want 3§ (1) voldoet asn (10) en er is
verondersteld Ro (o ~q=-q )>b met bzo. .

Wegens het feit, dat % (t) regulier is op W, (behalve in de om-
geving van { = 0 in welk geval echter (10) geldt) is Hq‘gﬁ)}
beperkt op W, , en geldt?

s Ryl <ot | s o

W,
=2cqg'-5'&{&(«—@,‘%"’)&-,}%‘43*? NGt +c, 8, SC \Sglﬂhdf)

[+
Voor de laatste integraal vinden we met behulp van (12)

| 15at ] < ot a2

1
waarin /t>3, (maarz <! ). )
~ 218 |t
We zien dus dat 8, ,3“ H , +ot nul nadert als /P, onbeperkt
()
sangroeit. Wat betreft de eerste integraal in het rechterlid van (13)
nemen we aan, dat I zo groot is, dat Re ([5 +J -1 )>0. Dan wordt ze

gemajoreerd door

St tm(d—q{_ql"_,)(l—ﬂRz((&+2—1”52@.)} ot

|+

. . /- L L
kiezen we in (12) 2= (- ;7 , dus -9 25

*o

o=

Voor 1 2
1

en omdat 4™ Tbegrensd is, als ] onbegrensd toencemt, vinden we vooT

i [t < e 2 L

Is daarentegen t<i‘ " dan nemen we in (12) /L=§’- ( 12+? ), Aus

2 _ -
1-2=%-¢ =% (1 -0)i Ondat dan ,,_-)lg 7Y =(1 -Lgi) "? begrensa

1
is vinden we voor J£<:{,: s

-AP ..{: L
y 2
\53&3 < ¢, (1-9) % - C,t ij,t
De eerste integraal in het rechterlid van (1%) wordt dus gemajo-

reerd door: /
oA dy b, e 4y e o

) , e
| yhotama-g -piy g0 Jog et

[%4
Wegens R,z(ol -q_-q:—'p, }> 0 bestaat de laatste integraal en nadert

tot nul als 4 tot oneindig nadert. )

,24 -‘kd
We bewijzen nu eerst voor vaS’te/,L : J ‘kk G-{‘) /1({{ - OI( /t )
z-l
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Immers als k<o geldt | y &
X 2+ -k 2+ ,?
Dot < Jk (-1) Pap XF] ot 7 et
£ (-1 !
»8-‘ 1) [ )).4'
Neemt men verder aan, dat deze laatste stelling voor zekerek
geldt, dan geldt zo ook voor k + 1, immers

-1 2+/11+t - ' . | -k-)
[y ) JZ““+-“—*—'——§ 4 et LO0)
0! /e+/‘“_‘ , 2-»/14’{ -

volgens de inductieonderstelling.
We vinden dus

Py ol | 4O 4
A Ayl OV
Re(-at+a +0/ +h)

hetgeen tot nul nadert wegens Re (o -q-q;-“; y» 0.
Hiermede is de algemene ontwikkelingsstelling voor B, ~integralen
bewezen, aangezien blijkt, dat 'R/? tot nul nadert als ,8 tet co nadert. |

R‘tl{f"‘"‘? ") d 't

V. Stelt men de zelfde eisen aan (t)= g,('t)c? (1) en bovendien de eis,
dat in de omgeving van 'tfl ep het segment 0 < t < 1 geldt
‘3 (1‘)) < C,, (l-—t ) dan v1ndt men voor Rio > Lo qu(, u{s>@

Blapipt) =2 a )t e i

Opm. I. Men gaat tenslotte gemakkelijk na, dat alle in bovenstaande
bewijs ingevoerde constanten C, +/m ¢,, onafhankeliijk van o en[3 ge~
kozen kunnen worden, indien deze grootheden in een beperkt gebied
varisren. Dit betekent dat de gevonden reeksontwikkeling in zo'n ge-
bied gelijkmatig convergeert.

Opm. II, Hangt bovendien ({) behalve van T nog van een parameter z
af, en weet men, dat binnen zeker gebied van zde relatie

| g®) < ct” +

geldt voor een zekere, van aonafhankelijke omgeving van t = 0, terwijil
op het overige deel van de contour \/J, %(1’) een van 4 onafharnkelijke
bovengrens heeft, dan zal de convergentie ook in dat gebied van 7 ge-
lijkmatig zijn.
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2, Gegeneraliseerde Faculteitrecksen. Hetl convergentie halfviak.

I. Als faculteitreeks (van de tweede soort) wordt in het algemeen

gedefinjeerd een reeks van het type

im Eak_%g%

= i ay B(”o() k+i)
o

We voeren nu een grotere klasse van recksen als gegeneraliseerde

facul‘bei‘breeksen :Ln, n.l. die van de beide typen:

ZE% B(o(ql(s+k)
. ZOE_(-:) ay %;B (o9, {5&)

(m geheel z O .
wearin (st -9, (,wm ge eﬁ& )"L prksy (1) voor p () =1

! x-q -} +K-1
Hierin is dusB(e(-o',rs.,_{():S-h 3 (1—-th lt.
(P*k P(d'qv)
" [oh—{iwk L})
B? {d~q}@+k)=;_i_‘_3 ! -4 ’U: )@+ ] ]
W,

) M ) T T fseg) | Tletg) _{o+q
i Tlet+pri-q) “T(- p-k -1) (o(+/3-»k-¢) T\ prky
waarin de integraslvoorstellingen alleen betekenis hebben als

R.e (a- 9 }>» 0, terwijl de voorstelling mb.v. Gamma~functies
algemeen geldig is en

‘B ’B ol-q P*k) S .(a,, )(3>+k l/&r%m(’ t) dt oJs R,z(d-a,)”“”‘

g;: B (ot~ -4, po k) jteﬁ'%l({_dmk—',ﬁ%ﬂnﬁ,l)at olh Rl_@, qy)M

1]

(met arg (I-1)= O en het pun'b't= 1 +8, van W, ).

We passen nu de ontwikkelingsstellingen van de vorige paragraaf
toe met %,(1‘)— log (1—t) resp. %(Jf)— log (t-1) en vinden, mits
c?(t) aan de eisen voldoet die we 1n de vorige paragraaf stelden

B(o{p ce(%)g,gmt -] —fi %33 2 B(a- q“@w)

(1) D\ﬂ ;E—‘m-sz

4 >?
B,(d)@kﬂ?m’gff 9 ke a/w—*B (ot-g,p +k()5nnrn Rea>p+fleg
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We zien dus, dat gegeneraliseerde B&ta-integralen waarvan ‘\{/ (t)
te schrijven is als cf) (t) 1og™ (l-f ) resp. ¢ () loggfrﬂ (t~1) te ont-
wikkelen zijn in gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits ¢ () een
functie is, die in de cirkel ll-ﬂ< 1 amalytisch en eenwaardig is

en voldoet aan de ongelijkheid ’P
. - Re ne
(2) \cf;[’f) <t Y- l’t-ﬂ)

II. De gebieden, waarin de faculteitreeksen zeker convergeren, zijn
zoals onder(l)aangegeven halfvlakken, de mogelijkheid, dat de con—
vergentie ook nog optreedt in een groter gebied is niet uitgesloten.
Om dit te onderzoeke& maken we gebruik van stellingen voor de gewone
faculteitreeksen Z.k.‘lk B (G k+/ ) zoals deze door Landau en Nér-
lund zijn bewezen (vagl. Milne~Thomson: The Calculus of Finite Differen
ces, Ch. X, pag. 271-287). :

Stelling I. De reeks i QkB (ot \4-*1 ) is convergent in het half-
vliak R.E of > >\ ’ waarir;

N 0 .
A= lim sup log 12;‘,‘_ Qg!/lo‘g'n , als ZE Qg divergeert
?
(Ba) ' 0

&0
>\= 1lim sup log ‘& th/ logm , als ZE Gy convergeert
4 <

Voor P\,e o(<>\ divergeert de reeks, in geval PLeo( =>\ is geen al=-

gemene regel bekend. ‘0

Stelling II. De reeks ZE Qe B (o, k+1 ) is absoluut convergent in
o
een halfvlak R£d>}1, s Voor Reo(</A is ze niet ansoluut convergent.

Hierin voldoet /u, san A g/u,§>\ +1 .
2

Stelling III. Als de recks Zo’kB (ot \<+I } convergeert voor & = o,
is ze gelijkmatig convergemts
1° in het halfvlak Re o > de;r&bij willekeurige &>0

2% in het gebied )arg (d—do),§%~'q bij willekeurige >0 |

Als gevolg hiervan stelt de reeks in het gehele convergentie~
gebied een analytische functie voor.

Bij al deze stellingen zijn eventueel punten o = 0, =1, =2,~die
in het convergentiegebied liggen met een willekeurig kleine omgeving
uitgesloten. (Hier heeft de reeks geen betekenis daarf) (of ,X+1) er

oneindig is).

ITI. Voor onze gegeneraliseerde faculteitreeksen zijn nu soortgelijke
resultaten af te leiden. Hiertoe bewijzen we allercerst .de
Hulpstellinez, Is voor een gegeven functie ? (o ,[5 N k ) en bij gehele
M, N> 0 een rij getallen /2-; oo ,!}N te vinden (/?J;,#o), die nog van
(5 mogen afhangen, maar beperkt zijn in elke beperkt gebied van(}; ’




«Q-

alsmede positieve gehele getallen K enL, (KgL) zodat voor alle
waarden van & en met Hed> - N, R_o,/s> «M geldt

}F( O(,fb,k) - )?70 B(o(,kﬂ) - )?,' B (e(ﬂ’ k-H‘) - ,er B(O(-rZ)ki— I) - ...................A..-,?WﬁB@(i-Nﬁ‘k{»
< )?rN B(stwN,k-Lm
oa

voor alle k >K , dan is de reeks Zk_ ay ¥ (u,,[&,\s) (absoluut,
gelijkma'tig) co.nvergen'b voor die waardenovano( , waarvoor

Zt‘imakB(“vk"' 1) (absoluut, gelijkmatig) convergeert en de reeks

Zakp(o(,(a,k) divergeert (convergeert niet absoluut), waar

d‘-‘ oosz (of ,k + 1) divergeert (niet absoluut convergent). Bovendien
is de convergentie van Z\-E O.kF (o(,(-&,i() in elk beperkt gebied van/%
gelijkmatig naar(d . (We oslui‘ten punten, waar F (ot ,,3,‘»() singulier is,

¥

(3)

ui't)o 0
Bewijss Als Eﬁ Oy B (of, b + 1) (abseluut) convergeert, convergeren ook

wz;k_ a B (et ke ),,,,,Z’EakB N2, k+1 ) en
gtka(d+N—gk—L+i) (absoluut), waaruit de (absolute) convergentie
van 2‘1%?(0( ,p,k) volgt. Waar bovendien de »Bb gu e ’}g‘N onafhankelijk
van & zijn en uit de stelling III voor de gewone faculteitreeksen
volgt, dat als Jk o B (g k+/ ) in een gebied vapn < gelijkmatig
convergeert, de reeksen 2;‘3_ oy B (a+ , ket Vyeee ,X akB[ol-»N-z,\(H)
en_};‘i o B (ot+N-~ ,k~L+-I ) dat ook doen, is

)
Zg‘_ oy F (ot ,k') ook in dat gebied gelijkmatig convergent.
Is A weer de convergentieabscis vanZaE a'kB (o(,!i*-l ) en

A= 1<R2°<<>\ , of R.?,o(::)\ masr of geen punt waar Z akB (o(,k'+l )
convergeert dan heeft men °

< P P
F o Flapb- b2 o Blak)s A2 aBluuked
K » P

e By O @ Btk b 20R,
wob| Ry | < B RoaoN kL)

De eerste reeks rechts divergeert als P—>00 , de overige naderen
tot een eindige waarde, dus divergeert ook E_ma.k Foo ,[3,\<).

Als we nu nog bewijzen, dat, indien "k okF (= ,{S,k) conver-
geert voor zekere waarde o, van of 4 28 ook convergeert voor alle o
met R.eol>R104,is aangetoond dat ZE a.kF(o( ,{5,‘0 divergeert voor
alle of med R29L<>\ . K ool

Uit de ongelijkheid (3) volgt ?(d,(s,k%%\‘ (‘*mf)) .




210-
_ Flapk .
dus als I:Lk = _m%ﬂ—— , dan geldt
i (400

o d, -y O

]

Maar Re (ot~ o, })> 0O, dus %ﬁ (d.k - ch_,) convergeert absoluut

0
en Z:;. L F (s , k) is convergent ondersteld,

00 ®»

ergo ZE_ 0y F (Q’u{i sk ).(ik ={<<_E_ &, b (019(3,3() convergeert.
K %

%o vinden we dus dat ook Z:Eakp(d@,%o) de convergentieabscis

Xu};l_eeft. Op ansloge wijze gaat men na dat 2‘-“’\(}? (d,(s,k) en

? akB (of; K+t ) dezelfde abscis van absolute convergentie be=-
zitten.

We bewijzen nu:

2 m
Stelling TIV: De reeks Z‘i"’k%B("-(-Q *,(54—3: ) convergeert in het half=
viak Re (& =g )> A =m , waarbij ) gedefinieerd is als in (3)..

Het halfvlak van absolute donvergentie vindt men, wanneer men
>\ door vervangt, terwijl /1,. voldoet aan }g/hg k«\-t . Als de
bovenstaande reeks convergeert voor oA =d, is ze gelijkmatig conver-
gent nasr ol

1° in het halfviak Ree 2 Reoyse bij willekeurige £>0

2° in het gebied |arg (-<,)|<F -7 bij willekeurige n>o -

Bovendien is de convergemtie in elk beperkt gebied van f3 gelijk

matig naar [3 . In het gehele convergentie gebied stelt dus de reeks
gen analytische functie van ol in(&. voor {uitgesloten die punien waar
m -
5%;;_’5(0(-% ,F}*k) singulier is).
Volgens de vggrafgaande‘ hulpstelling is het voldoende te bewij-

zen, dat we voor gﬁ,—m B (w—q ,{34—\4 ) een ongelijkheid van de vorm

(3) kunnen vinden waarin o vervangen is door o(~qv+fm o
Voor Re (o<~c§+'m ) > O hebben we

' teg- k-
%B(d~ay)(5+k>.—.j id ¥ I(l-t)@+ /?/o-a,m (1~ﬂ dt
&
zodat in het algemeen, mits (&“"L geen geheel getal is

B (g e e j (_f}“’c‘"(,~t)ﬁ*k"&f@-t)an
y |

e 2| nim rl-9)
A ,
" Verder veronderstellen we dus Rz(o(vq+m}>—-N s 32(5>-M .
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We gaan nu (f-t)(H 1og™ (1-1) omt=o onth.lflrelen. De (Ni-fm) ~-de

afgeleide van deze functie is een polynoom 1151 1og (/~u) (1-t )
-~
hetgeen gemajoreerd kan worden door ( -1 ) als t tussen O en

1 ligt. Op deze w jze v:.nden we

2'03/ ( t + A.lth“ R AN_Itm+N~) -\—’R(t)

waarin de A, ga e ,A\“ nog van{a af%angen, masr beperkt zijn in ieder

beperkt gebied van f':; . Verdervoldoet T (t) san

'm\-N
Y t
(4) }*Q}%<: \ M N

alsosl< 1.
Aldus blijkts

an

(5) ;{)}m ?)( q({} 3 o) .B(d‘ﬂ,“'m k+l) /{;B{o{ V’MHM e
‘ +/?r :B(d q'+m+N :kw) + R

ju) Vet R ar - Pyt R df

wasrin

2inim Tf(o( cﬂ

dus alﬁ \<> MtN+mst m.b.v. ongelijkbaid (4)
\ 271(& C’/-@—Y“*N}’ M- N- wnf)

Hiermede is de vereiste ongelijkheid voor —‘-‘— 5( of- KL y {’5 -\'k ) .
gevonden, ’ ' "
IV, Voor Re (of-% )> O en Rep 4k >0 kunren we R, (-9, (5+l<}

: i f.“, %

schrijven als

i b i <
A
".’i’a

waarinds contolr ot de reele as w’n 11:;@1”1“-0'?""'". pan worden., Lit levert
th\_ 4
—_ -] J — AL .:-%J

'P:II O{ % (5'*’% ——(_ ) / 39 2‘ ‘_/(\« {.”i‘) ‘f_

dp
°¢
De D,ﬁ zijn aier onafhankelijk van o( en k es beperkt als [5

in een beperkt gomed va'*leer‘t.
o |

Verder is D,, (i) i einT™p  alsm eran

It}

i}

o~
(i) cosirp @ls . Cnevel:
Ts num even eng niet gehecel, o2fm cnaven en ries gelijk aan
s - i
een geheel getel + 3, den is DD #+ 0. We vinden door voor de

7
—;—2— jﬁ (o-q, ﬁs-kk) de ongelijkheden van de vorm {3) in te vullen
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LIl - k i jkhei 4 (3) met « &
voor oo B, (o-q P ) een ongelijkheid van het type (3) me oor
ok~ vervangen. Het convergentie gebied is dus het halfvlak

Reot SN+ qu( .

In de twes gevallen, dat L= 0 is, is 140, immers

Dl

. -2
(ri) cos R’{i als m even
= (wi )™ sintR als m oneven.

P B i
We vinden nu voor 3= B, (-9 ,{b+k ) een ongelijkheid van het
type (3) met ol door o-gq+vervangen. Het convergentiegebied is nu het

halfvlak Rees ) «Regq-1

Volgens (1) hebben we gegeneraliseerde Beta-integralen met
uy(t) =¢(t) log™ (1-1) resp. Y (t) =cf(f) log™ (t -/ ) ontwikkeld in
convergente gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits @ (f) aan een
ongelijkheid van de vorm (2) voldoet binnen de cirkel met middelpunt
1 en straal 1 en aldaar amalytisch en eenwaardig is .

Zij nu omgekeerd van de faculteitreeks ZE’ ay ;—:;‘B(u-%@ﬂ)
waarin Rf(&> 0 is, gegeven dat zij convergeert voor ?w,'.':i-q, )>)\~‘m .
Voor elke £ > C geldt dan dus, mits men & niet zo kiest dat Are

gehgel is

L’n; ak% B(?\—fmﬂ:)fwk) =0

of daar uit (5) volg’b %3()\4%1-8}{5"’“)@ L—I)m’}).){’\’&‘c')k“)
5 o g_‘)rm Tﬂ(>\+£) k—?\—a

' rk
L
[-1-A-¢&)
Uk
B b,
of ks e (q-k)—&)

TR W A W3
16‘»‘&;\'/‘-. I })

Is )\4,-&(-1 den convergeert 02 TEGKS Zn*; 2y ( l;‘ii )K in het gebied
begrensd door de cirkel &l—i\ = 1, cundat de reeks };_ ( _/]i'g‘ Y-t )k'
daar absoluut convergeert, De Ffurctie

1Y 30 0y i)
voldoet nu aan de ongelijkheid (2) me* b=c en dus is
B(o( R {59? ) log (1-1 )) in een gegereraliseerde faculteitrecks te
ontwikkelen, welke juist de reeks is waarven we uitgingen.

Is <Ne 1< A+e< =N (N gehse120) en dus M= 1<(- 1 - - £)<N

~ - A-Z

oo

dan is venaf k=N de binomisalcoefficient ( K ) alternerend., Is

dan weer ({) (IL)= t 12\1 ay( -t )k , dan geldt dus binnen de cirkel
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‘ {~ 1‘."< 1 weer

gltl]< (%] 5 o e-b¥] £ AR

<IN AIE ‘)"—H“%
< WA ALt vl

< K- ]

dewez. @ ({') voldoet asn een ongelijkheid van het type (2), en
B(e()[s ;ff (Jf) logm (1-1) is in een faculteitrecks ontwikkelbaar, welke
weer de oorspronkelijke reeks is.

le vinden dus niet alleen, dat een gegeneraliseerde Béta-inte-
graalE;(N,p CF( ) 1og (1- t )), waarin c}? (t) aan de r.sds meer ge-
noemde elsen voldoet, in een gegenereﬂ iseerde faculteitreeks

; akb 'm,B (st-g, ,Fn—\‘) is te ontw:kaelen, maar ook dat iedere
eonvergente faculteitreeks k a’ké - E) (o~ q{ (3;+k) waarin RL(&>G s

voor te stellen is door een gegenerallseerde Béta—~integraal

E (o(,p PP (t) 1og"(1-1)), waarin ¢ (1) aan de reeds meer genoemds
eisen voldoet.

' Hetzelfde geldt voor de B -integralen en B B -reeksen waar=
bij dan de eis R~{5> 0 komt te vervallen. (ﬂf (‘c)r heet de genererende
functie van de faculteitreeks.

3. Orde van machtreeksen.

. 4 k : .
I. Voor een mechtreeks Ek Qy, L et convergentizsiraal 1 wordt
> 3

gedefinieerd als d=s orde van de reexc.

Men gaat gemakkelijk na, dat de constante N ouus stelling IV,
welke de convergentieabscis van een gegeneralisecrde faculteltreeks
bepaalt gelijk is aan de orde van de machtreeks near /- t  voor f:hﬁ-ﬁv(]ﬂ)
verminderd met 1, als 11510{” Q,q) (JC) niet bestaat, en gelijk aan de

van de machireeks naar -t van { t 1\0(15) ~  1imt™? cg(ﬂ} /JC

trso
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- 1
verminderd met 1 als lim Jtd’c? (1) wel bestaat. )
De orde van een machtreeks is in vele gevallen lastig te bepalen,

Hedamard e.a. is bijv. op dit terrein werkzaam geweest.

II. We formuleren eerst de volgende stellingen?

e
Stelling I. Zij # =|%| . Heef% de machtreeks % (2)=2k o %
[+
met convergentiestraal 1 de orde }lzo , dan is bij iedere £>o0 een
van I onafhankelijk getal c te v1nden, zodanig dat voor \Ll < 1 geldt

(1) | 4] < c(-n) "¢
Immers voor bijna alle k geldt
o ton] < has- dat is

k‘na—l

. )Zag,k
(2) : iwk}
We schrijven .weer, mits & niet zo gekozen wordt, dat \H-a een

geheel getal is he
-t E
e o C e ()

waarin voor voldoende grote ke ae uitdrukking (-l)k (" -k f‘ ) constant
van teken is. Geldt dlt, evenals de ongelijkheid (2) me'b k N , dan

N Zﬁi a, % | < C ;Z; ) ( )

N
waaruit weer volgt l’P( ‘)‘ < C l Js £ C:
2z ’L 4

< cl-%)

bij geschikt gekczen ¢

x)
AS'telling IT. Stel men kan bij een gegeven aachtracks /g/ (z):}:k_ oy X
met convergentiestraal 1 op de eerheidscirkel een eindig asntal pun—
ten 8 je.0455; vinden, alsmede een getal ¢ > 5. zodat biunen de
cenheidscirkel |z} < 1 geldt

(3) \%(_fd* < ffl_ -ﬁ%—;(w+C(!— SR

)
wasrin ¢ 4e..,C enC van X onafharkelijke positieve getallen voor-
stellen en 4 = )’Ll ig, Dan is de orde van de reeks zeker niet groter
don W .
We hebben n.l.:

. 'aks-—’—s /g@)

2L
K’K

D et

-0 ,
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waarin de integratiecontour K’z egen cirkel met middelp’un‘b 0 en strasal
% zij. Uit (3) volgt

‘ & . ld 2 -wﬂ‘_k
CENCIES S 3 \sﬂ-ls‘*‘ Pl

L+ Pn) .
We passen nu toe de transformatle z =12 T , waarin CF.“= args,

{sﬂ-z{:\:-fce‘(? ™) . (- 2'zmt?+¢)'/z

We vinden zo

LS ldz| -lgw dg

}s [ ) (- 1zmcp+¢)°'/*
Voer 2 > 3- \r » is er een ¢ te vinden zodanig, dat 0 < X<~
en dat sin 9‘3’ = -‘—-V::f': . Voor <F<X maken we gebruik van
A

/z»zc,m?m‘ fz)+9/z,fm‘lcf /zy
en voor Tt‘><-f>5/ meken we gebruik van
lzmmc('+m>quom2<i?> ,’LC{’

We vinden dan ¥ 4 4
'j ldel <2§ ——CL+ZS (Tf)w/a%—':g*
Lo

‘n —Zr‘" A (F'L)w
= 23(/-/&)' Z’L “h Tc/z [TE “wh '—AMH}
< A (l~"Z)bw+‘ O/EI.\ -1, M

w> 1 is ondersteld en X = @/ (1 =%2).
We nemen % = ) = *{; en vinden dan

_x_J de) <A k” w1

o -2
Xy

Daar verder (1 - —E )— beperkt is, als k — 00 , volgs tenslotte uit (4)

ja., }<A’ K ’
Rog 1| %?;N
du o e +
) 201,"‘ < @ k

of < H»/&/m M)P_%“_wakl < w (ob 5.d)
gk

NeB. In geval we ¢J = 1 genomen hadden, hadden we gevonden
en dus .
B =1 % /.vm yub ’20%5(‘_'_

Ook dan geld‘b de stelling dus hog.

HA
it
€
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o
Stelling III. Zij van de machtrecks (%)-:Z(_ O "I-k met convergentie-
straal 1 gegeven, dat zij op de eenheidscirfcel een eindig aantal
singulariteiten 5, ,... ,53 bezit. Geldt in dat deel van de omgeving
van 5, hetwelk binnen de ecrheidscirkel ligt

j = Why
/5‘(1) Gy LS.,‘*Z) 3/4» ( S5 2)
waarin oy, reéel, terwijl ¢ (5,,% ) voldoet aan

/&m £ %“(S“’Q)zo % G/PA £>0"?/“' lozzg,’llé%

- 0
B | 7% g l50,2)| 0 1
%29 is h? de orde van de machtreeks, als = max Wy 2 1.

Allereerst is het duidelijk, datg () san een ongelijkheid van
het type (3) voldoet metw =h + & waarin & een willekeurig positief
getal is. Dus is de orde < h+e . Taat men £ itot nul naderen, dan
blijkt dus dat de orde g b is.

Was de orde <h , dan zou volgens (1) binnen de eenheidscirkel
moeten gelden: K
fe)=C (-

4
voor zekere b < h .
Dit is zeker niet waar in de omgeving van het punt s, waarvoor
w,l-.-.b- is. De orde is dus grecies }‘5 .

S‘tellingwIV. Heeft %('I.h :‘ oy Zk de orde k , dan heeft
) )
k .
£(¢)=Zj‘_ e (ke1y2" de orde het .

Immers lim sup-ﬂi%—‘}j%%&ﬂ— = )ZWWPM -l
; Log b

0 o0
j - k
Stelling V. Heefd /g«l(ﬁ)zz Q ’Z}‘l de orde "3, en ’?2(1)=§E%k 2
@ oD # 4]
de orde I’z , dan is de orde van ‘@,(«)4‘-)’:‘2(1):}:{_ Gl 4 Ok )zk gelijk
aan het max ( b, ,\71 ), als hl%_ hz , en de orde van )%—, (z )+ %1 (2) is
zeker niet groter dan h‘ , als h. = hl . '
Het bewijs hiervan is duidelijk.

N

’ﬂ: ~W 5 -ty i -6
Stelling VI. Zij %@:2%(%@ b 1) Holay-r) ¢ X
i

W Yy} e
P }&a} a,-2) /?,zr% o, -2) e Xm?{ ‘*(azdz)
+9le)
waarin |ogl=t , ¢i+o,
(z) regulier voor \z\g 1 terwijl voor elke[} niet vol-
daan is aan de volgende voorwaarde: '
Alle W ye..,W,. 2Zijn niet-positief geheel en 2lle Y,;geeses¥y.

. & L4 22 Li

zijn tegelijkertijd nul.
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Dan kan (2) ontwikkeld worden in een machtreeks van de orde
h = max ( Re Wi )
Door te differentieren vinden we, dat %’(z) in een dergelijke vorm
te schrijven is als hierboven voor '8— (2) werd gédaan, alleen is
max( Re ‘*’ié ) voor de vorm met 1 vermeerderd. We differentieren net

zo lang tot max( sz% )2 1 is, dan kunnen we stelling IIT toepas-
sen, en m.b.v. stelling V in de omgekeerde richting toegepast komen

we op het gewenste resultaat.

4, Het verband met asymptotische ontwikkelingen.
Poxe
%(m :S 77 ott) dt
iy
Door de transformatie J£,=1Z meto{> O toe te passen, vinden we

I._ Beschouw

vz
G| & et

wearin @ (o, )= et . _

Hetf is mogelijk, dat bij een bepaalde ™ {2) in een faculteit-
reeks &LZk_Osz(c% Jk+1 ) is te ontwikkelen..Dan moet echter c?(d ,‘t,) :
analytisch en eenwaardig zijn in het gebied ll - i‘,} < 1, terwijl voor
dezelfde wearden van T geldt ' -5 '

)c?(d,t)}< c(t—):—f,l)

Dit laatste betekent, @ (o t, ) heeft een machtreecks-ontwikkeling
van eindige orde.

Aan deze eisen voor C{) (e() t, ) blijft voldaan, als men o groter
1aat worden. Verkleinen van & kan achter of een singulariteit intro-
duceren binnen de cirkel ll- ft = 1 of de c])(c() t: } van de orde oo
doen worden.

. Zij nu m(o(,f, ) naar machten van ( I~t, } ontwikkeld:
CF(g,t, )= % ak(u)( l-'t,) , dan geldt bij voldoend grote ©

< |
(2) = kK
g (g

:i" o ay(e) kl

2 (2 +t) 2+ KH)

De reeks in het rechterlid convergeert voor kleine «( niet meer.
Als ol—> 0.goat de faculteitreeks over in een asymptotische ontwikke-
ling naar % .




el Bee

) Dit verklaart, waarom faculteitreeksen convergeren, terwijl asymp-
totische reeksen met ontwikkelingen naar 7 die dus met o = O cor-
responderen, divergeren.
II; BEen eenvoudlg voorbeeld van een faculteltreeks is
(z+ ol mk (=) (?J' ‘/J PD
)l 2 S lzegr) —------~l’4+9+k)
(p +k)

waarin :E) de getallen van Bernoulli van de orde ( §J+ k) zijn.

Deze reeksvoorstellln}g volgt uit

! L
o) b wid;;

(’R"%t) g (-1 ?Z“;( QU

Een andere is

(k+1)
o0
(¢ ) Bk—n (k)
L- BT\H m Z*H ————— (2-4-\()
Voor deze lastste reeks convergeert ook de ontwikkeling naar z’k »

Nog een voorbeeld van gen functie, waarvoor ook de ontwikkeling

nasr 7 X convergeert is £ -

. i '/z o (_’J“ o (.l)'h-l
Men heeft 2 =§——T = I*Z;i T

! o2 ™~ ol 2

Yoor m > 1 is

-—-

il L'n. Al

X fzt'ﬁ'gﬁgﬂ%, dt (vgl. boven), dus

OO

Py s I ,M, j F (Tog 4" 1
Tond) dt
e Ak

is een an'a,lytlsche functie voor \/~H < 1, de orde van
V- Xaﬁf

zﬁ

i» 1 ,2z0als men met stelling III van de vorige paragraaf vindt.

Dus geld-t voor R,?, Z>0%

b gt
Vg

waarin de a; de ontwikkelingscoefficienten zijn van
naar (1-t )s
A }(vaagt) f‘i . (I-t)k

\[_,Zo%t T % k
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We beschouwen nu

-§
-F i(-2) = _:E_d,é
e 5

o0 '?;13(
-2
=% j 1+ X ax
Ol L0
We stellent: 2 en krijgen
1 ' _
2 Y ZA‘I ‘i. -1
e P AR T ",
-Eia)= = j t L E d

..( .
We zullen nu {1 —%E-}, ngar 7 = 1 -JL' ontwikkelen.
Stelt men 1 4%3—2 = X /g'u. ¥
-
enfll ,_——&*‘ =ZE ak’tk
I
dan gelat b = 1, f == (k20

en ‘(LOQ‘;, =1,

a’ero == Or/z %k_z }

Op deze wijze vindt men acktereenvolgens

o

D

a°= 1
o 4= = 1°
2
whoi 2
o= -8 : 2
D430t +22 A 2 L0
0‘ a’l’= 4 .g
 120-2400 +210 o%-100 o0+24 ok
A 0= = 51
_ 720-1800 %+2040 &°=1350 o134548 o #3120 o2
o 8g= 61
« = ~2040=15120 ¢ +21000 217640 o3+9744 ot =3528 o +#720 o
71
« o, = 40320-141120 01 +231840 2235200 ot3+162456 o1t -78792 4
51 |
+06136 {5040 o

en dus voor — L i(-z) de ontwikkeling

o v 0 o s - e s

~f
") We mogen de ontwikke lingsstelling toepassen indien {_ I-——/E—aﬂ}

Lo 4
geen singulariteiten binnen h-ﬂ<l heeft., D.i. o > log¥#. Bij
& . -l -
oA = TogZ is de orde van{t~ %i} .t gelijk 1, evenmals bij
o> logZ (St.III van paragraaf 3 toepassen). '




20 =

. 2 : 2~ bobot + 2a?
Fieg= 271~ + ~
Ley = z 227} | z{zrol)zr2ell  z{zvol)(z v 20l)(7+3%)

4 24=360 22 o?=6 o 120-240 ¢ +210 %200 X524 ot
Z(Z+d) oo o (2+4Y) Z(Z+3) 0o (2+5 &)

, 720-1800 0 +2040 021350 o+548 ot=120 o°
Z(z+ K )ess (Z+6 X )

 5040-15120 & +21000 0217640 o3s9744 o *-3528 o 4720 o8

ZLZF X Jovenes (ZH)

+ 40320-14112001+23184O<N2—235200 O’~3+162455°<.4--78792‘>(5+:26136°‘~6—'504’f00l7
Z(2+ L)oo (2+8X)

— e ]

Voor o = O krijgen we inderdaad de gewone asymptotische ontwikkeling.
De ontwikkelingscoefficienten werden berckend voor o= 1 en
of = 2, wat convergente ontwikkelingen levert, verder voor of = log 2,
welke net op de grens van convergentie ligt, en voor « = 0,5, waar-
voor we divergente ontwikkelingen krijgen.
Hieronder is een tabel van de gevonden waarden vaxr de tellers,

met als de vergelijking die voor de asymptotische reeks ( =0)
n 0 0,5 log 2 1 2
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1l 1
2 2 1,5 1,30685 1 0
3 6 345 2,80202 2 2
4 24 10,75 7,61852 4 - 8
5 120 41,5 26,7774 14 64
6 720 191,75 110,173 38 - 592
7 5040 1035 539,193 216 6768
8 40320 6380,25  2968,92 600 ~ 90624

Bovendien bepaalden we uit de ecrste 9 termen van de reeks,
zonder de factor x‘z, de som voor 2 = 1,2,3. Voor «= log 2 end= 0,5
werd hierbij na een geschikte term het Buler-proces toegepast, voor

o« = 0 (asymptotische reeks nsar % ) pasten we het Euler-proces
ns de term met kleinste absolute waarde toe, hierdoor ontstaat een
nieuwe alternerende reeks, waarop op dezelfde wijze het Euler-proces
werd toegepast, enz., tot men tenslotte niet meer verder komt. Voor

o= 1 en 2 pasten we het Buler-proces niet toe, omdat het hier geen

voordelen %pleverde.
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De begin convergentie was voor & = 1 het beste, bij o« = 2 was 7ij
zeer slecht . Het Euler-proces zorgh bij de lage o =waarden er VoorI,
dat met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be=-
haald kan worden. '

Het heeft dus »in de reecks te beschouwen voor & = log 2. Voor
o = 0,5 krijgen we divergentie. Oneindig veel termen van de recks
gedragen zich ongeveer als (‘fl- 1fh n? * ; waarin Lﬁ -1< 1, 0f
net toepassen van de sommatiemethode van Fuler zin heeft, 1is nog een
open vraags. Hierbij dient echter reeds opgenerki ?F worden, dat de
methode van Buler de machtreeks voor { 1l -2 1ogJC overvoert in een
recks, die nog tot T = 0 convergeert.

Het onderstaande tabelletje geeft de resultaten met de exacte
waarden van -2%Fi(-2): Hieruit blijkt, dat = 0,5 verreweg de beste
resultaten oplevert.

N‘ 0 0,5 log 2 1 2 exact

1 10,6019 0,5969 0,5983 0,6011  0,6216  0,5963

2 0,36111  0,36135 0,36143 0,36162  0,36421  0,36133 |
3 0,262088 0,262081  0,262095  0,262124  0,262675 0,262084|

IV. Als laatste voorbeelden mogen‘de logarithme van de faculteit en
haar afgeleide, dekp ~functie, dienen.

Hier kan men de integraalvoorstelling van Gausz voar de L}) -functie;

gebruiken o0

P P PR SRS A

- €

Noriund geeft al aan, hoe men met behulp hierven een faculteit-
recks voor d['( 14—/4 + ) i{) (z+] ) kan vinden. Immers men heeft

x‘;(zvn:}-a{z(.’zw} =Jw z-[/”dx i:z’-/; dx
L :
S|t 7 g
A - T

Dit levert, zoals men gemakkelijk ziet, de faculteitreeks

RTINS L R SV
s q) T ko ,f51+1)('7+2)_...-.~..(z+ l#1) ,
Voor log x| geldt de integraalvoorstelling van Planas
’ o -x -7
Toa sl =J 2 { -2
8 x ), X 2 —p dx
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Maskt men tenslotte nog gebruik van
e 2-(24-!)3(_

Eog, (&+1) = So ! ‘9(, dx
-t
o P
dan vindt men
a
(1) Glzen-Loglr - j A %t el

/fog 2l <+l )Z‘,%@H) = _S:{tz(ﬁ—+'/2+z)-———-,~— A S /?j; .

In de laatste imtegraasl nemen we eerst eens de grenzen Oen a<1l, g

g

u is ja oA it - AL _j {;1(--—‘———-—-[——)&%
A /&731‘ rgc-ga ‘o 20‘3+ yw%z.}:

Verder gebruik makend van

j"“ dt
ZL.)Zo-g)“f f?mau

vinden we
o
)'Zi__: ,'_~ I__/%_éi__
} lJc (/—t+/”+zl} -1 h T
i 3
; g+t
* (> ;o dE - a

+ 2 ' ) |
ifgf('*"ﬁ"?%'%‘*'/”)d* ) G TR B T Ry

In beide integraten is nu de integrand eindig voor a = 1, we
xurinen dus de limiet overgang o — 1 uitvoeren. Op deze wijze blijkt

I~ (z+4h) 2"9 ! :
2! = (z+ (z+1) = B ( ./
Xo% - Xo«ét I~i’ ze%f /)CH <Z -HJ
! d’t
+ -+
De eerste integraal zullen we in een facultmtreeks ontwikkelens
een tot nul naderende functie definiecxt.

die in een halfvlak Re 4>,

Stirling's asymptotische formule levert
!

J ( /+tx,3t) o 22"32”

[%4

Dus
] 4
A | H A

(2) Bo% 'Z.’=(Z+Z,_)/Yog,(z+l) ~{z +1) +ll})vgzll’ -j X‘iaf '\l~t +)2¢73t AR

/
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Met behulp van de integraalvoorstellingen (1) kan men ¢ (24! )
eri 1log ( 2+ )! na de substitutie t, =1t 4n gegeneraliseerde facul-
teitreeksen ontwikkelen, die de asymptotische reeksen van Stirling
vervangen. Ook hier is een ondergrens VOOT de « -waarden san te geven,
waarvoor de reeks in een zeker halfvlak convergeert. Yoor de lP ~fung-
tie krijgen we, na de substitutie 't, = fd de in’cegraalvoorstelling:

, bkl &
(.P (”L)- %l’iﬂ) :.—~<—;- SO t, (—I—:—E@‘t‘ W,) d.t,

De singulariteiten van (f(t) = :~’t’/"- + dt zijn het punt
t, = 0 en de punten, waarvoory; 0 gekbzen wélxﬁ*gt’. De enige singulari-
teiten, die ons in'beresseren,_ zijn die, welke binnen de cirkel
!1‘“ = 1 liggen en waarvoor \argﬂ< % . Men ziet dat deze er

slechts zullen zijn als X< ’/5 . Voor o > ‘/5 krijgen we dus convergente
:Eacul'b(?)i:ba;g?ksen, en wel convergent voor Re (z+! )> 0, daar de orde
van -33—-——————}; 1 is.

Hetzelfde geldt voor de facoulteitreeks voor log £ :

Voor o« = 1 krijgt men de volgende reeksen.

_ 1 | 1 , -
(;)(/ZH )= log (z+1) = 37zxI) = T2(z+1)(z+2) = To(z+1) (z+2) (2+3)

+ e 0

19 9
= T50(z+L)(2+2) ... (B+4) = B0(24L) (2+2)ess (2+5)

Lo o 1 = (z+d) log (z41) - (24)) + BITs ooy

o« 0@

1 ‘ 1
= %60(z+1) (z+2) (243) - T30 (Z+1) (2+2) s « - (2+4) T
:_‘[ t,I&H, belodwe t,21 imdien Kooz Aok ofagnmwn)r

5., Toepassingen van faculteitrecksen en Beta~integralen.

I, Stelling I: Zij van een functie 'g (z) die in 2= 0 regulier is,
gegeven, dat ze ecenwaardig en analytisch is in het 2z =-vlak, waarin als.
coupures zijn aangebracht de halfrechten, die een eindig aantal puatern
Gy geee sy met TespPs 5@ gessOn® verbinden. Neem verder éan, dat 5
() in de omgeving van een punt 3 (4= Lyeeesn ), alsmede langs de
halfrechte, die S met 5&“’ verbindt is yoor te stellen door
Jg(«\: g{&@)-z-/}),&@}
waarin g‘}( # ) in de omgeving van en langs de halfrechte, met uitzon-
dering van het punt Z =5; analytisch is en /Y»&(a ) in die omgeving en
langs de halfrechte analytisch en eenwaardig is.




Y/

9 is te vinden, zodat geldt

stel tenslotte, dat er een reeel getal
qL

g, (el < Akl b hye

als |#| voldoende groot is en op de halfrechte van $; near 5 ligt,

terwijl in het gehele opengesneden % -vlak geldt
i, s [}
Pg@/-_))< A ) ¥

Indien dan Ay word+t gedefinieerd door
o0
k

R vy

!

geldt voor k> 9
< -k D 4
ak =—zié- Sd. -bl (k)l ) ‘3&( '—g‘)>

!

Bewijss ‘
co | S
k™ armi .),,( qu—i %
NR
ove zin te doorlopen) cirkel is met de
traal R . Laten we R

ontgaan de cirkel

waarin KRbijv. een (in positi
oorsprong als middelpunt en voldoend kleine s

toenemen, dan moet men, eom de singulariteiten 5; te

van lussen voorzien die om $ lopen en tweemaal, in tegengestelde
5; naar 'sélvo . De bijdrage

richtingen, een stuk langs de halfrechten van 5
langs de cirkel nadert tot mul als Rsw en ¥ >q, en de integralen
langs de halfrechten + lussen om $; convergeren, daar de bijdrage

van /?v( 2) nul is en (z)l < Al’!]q’ ondersteld werd.
d 30
LS L |
o i ,
4y =-r Zf ) ®Z 36@) z
5

Door te substitueren t = -71"1 vinden we

Zi ;' B,(k,/-,%&(%_j (q.+4)

5 -
Als dus gé(z) van de vormZEﬁ (—sg- -1 )Pz&

is, waarin ce(‘ﬁ Y een in de cirkel ‘I»ﬂ < 1 reguliere functie is die

daar voldoet aan . HJ&H < \_H-Rp,ql'( I \I—ﬂ)—?

dan kan men de a’k schrijven als een eindige som van faculteitreeksen

. % ~§£ i 5" B,(k{s% ;%A@)Xa{“%(t-,))

Men kon op deze manier bijv. de coefficiénten van de machtreeks

m,., ) s:
log M (F - 1)y (27
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| ) o ,
ontwilkiceling van ( z-0, )7 (=4, )* ...( %= 06, ) in faculteitreek-

sen ontwikkelen,
IL Zij Azo, 2o, Arpiyo en O =L Sw ‘c“’(b ;)/‘h ’%L’c)q),(t)(),t
Hierin stellen g.(f) enc?(t) functies voof, die aan dezelfde voorwaar-
den voldoen als onder IV van §& 1 met T'*'%I+ Req, = 0.

Zzij verder t%ce(t)= EE_ 5&(1~t)k' de machireeksontwikkeling van

t%c?(tj em het punt 1. , )
o

Zij Q%(1MQ==ZE ﬁyquh een functie, die binnen de cirkel lmrl< R
analytisch en eenﬁéardig is, terwijl we bovendien onderstellen, dat na
het aanbrengen van een eindig aantal coupures langs halfrechten, die
geen punt & metg.w verbinden,g (v ) in het gehele opengesneden w-~vlak
analytisch en eenwaardig is.
Dan is de functie 'F(/L):Zf_ oL '81, Zh in een £ =-vlak, dat open-

gesneden is door coupures asn te brengen langs de halfrechten, die

A+ i . i
de punten Jlg: \M z’” mef“gﬂa/b oo verbinden en langs de half-
rp : i
. -+ ) AT . hpml » )
rechten, die de punten(&-afijﬁ~_z . met 42 verbinden een

analytische en eenwaardige functie , die voor te stellen is door de

Fe)= L Sw G (2t'-) ot ot dt

4

integraal

of door de reeks

F@:)x;%—ii(*'\k X &w %(*L i) £ gW (t-)

1
De stroal van de cirkel om 1 van de integratieweg \V, moet zo klein

/)

K gt

gekozen worden, dat geen singulariteiten van (% (a?x(f-d
omsloten worden. o

Voor het bewijs vervangt men in F.(1)=Z£ @bgggb de coéfficién~—
terlahdoor hun integraaslvoorstelling, indieﬁka}< ibﬁ;%¥{ kan men dan
sommatie en integratie verwisselen en men vindt dé Yereiste integrasl-
voar stelling, die in het gehele opengesneden % -vlak een analytische
functie voorstelt. Door het aanbrengen van de coupures n.ls voorkomt
men dat een singulariteit van (a'tx(t-l)/u) op het segment O < b<1
komt te liggen. De ontwikkeling volgt uit de algemene ontwikkelings—
stelling.
N.B., Neemt men slechts aan dat voorﬁy(f)==%(t)<?(f) de eisen van
paragraaf 1, II gelden, dan is de integraslvoorstelling nog juist,
mits %0= 0.
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N
PPt YT g ghdts

%(f ) en Cf( t') voldoen san de eisen van sectie V van paragraaf 13
(w)=2% '?rk‘urh voldoet aan de eigen van II van deze paragraaf.
Men"vind't dan, dat F(z )=Z§_ ‘Lh/?fh ’Lh analytisch is voort 'b&awze’c-
ten in een # =vlak opengesneden langs de halfrechten, die 3%{"#\)_,\-—
met C'}oo verbinden, en daarin is voor $e stellen door M

— ! (e ,I _ .
Fx)- K G (mj)f*) gt} gb)dt =2k g ) g, et -) 1Y gt o-H* dt

D
waarin {%‘F(t )=Z:- X (-t )k is gesteld. Bewijs als bij IIL.

-26~ i
i1, Zij A_}__._Dy/ugo ,>\+/J>0 ;O.b:: S

-1
IV, We nemen in II van deze paragraaf% ()= (1-w) A = 1,/u,= 0

Gt

end (£)= g (Frect).
Aan q) (t) wordt slechts de eis van paragraaf 1, II gesteld. Dan %

is dus

ay - L Sw gt at b, =

2mi

o \ _’
F(Z) = a, %" :J__S (-2t &P(ﬂ dt
o ' 2T W \
3
Dit levert ons de analytische voortzetting van F () in het com-

plexe «# -vlak met een srede langs de positieve reéle as vanaf 4 = 1. De
integratieweg W, moet zo gekozeh worden, dat het pumt t =é— er niet op
ligt. _
Tigt 2 dicht genoeg in de buurt van 1, dan kan men behalve de
oorspronkelijke comtour Wt ook één W” beschouwen, die de punten 1 =%
en [ =1 omsluit en geen andere singulariteit van (]p (t).

Dit betekent, dat men aan de integrasl het residu van de integrani
in t =-;— toevoegt.

_."’ x'/’L “‘:

Dus
oy f beet " giet - 49t

Hierin kunnen we de integratieweg onafhankelijk van « kiezen, als

4z tot 1 nadert, en we vinden dus

F‘@ﬁ G +He) |
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wasrin H (7 ) ecn in de omgeving van 7 = 1 reguliere functie is.
Vervangen we in het bovenstarnde £ door Jo , waarin 3:’:0 , dan

vinden wij dat de functie .
00_ k k
ZE_ akﬁ Z
ky
in de omgeving van het punt 4« =:§’; geschreven kan worden in de gedaante

{1
= ¢lxz) + He)
waarbi] H(z) in de omgeving van « =§ regulier is.
Als voorbecld dienec de opgave: Bepaal de aard van de 0p de een-

heidscirkel gelegen singulariteiten van de functie

— .\‘;‘i lk
Te=g e

Als \ niet geheel positief is, geldt de formule

1o TN g™
' W,

t

dus
Fey - T ) (- ) (g )™

zodat volgens het bovenstaqnde F(z) in de omgeving van het punt 7 = 1

afgezien van een reguliere functie, gelijk is aanl (1-2) (log 3 7 )
Is A echter wel geheel positief, dan is

! l k-1
wﬁm&t%wmwﬁ

z - Al
ety (e iyt by

;)‘ ami
zodat in dat geval | (z) in de omgev1ng van het punt z = 1, op een

A=l
R_—)—.,log (1-7), log”  (z)s In

dit speciale geval +treedt dus in het punt Z = i1 2en lcgarithmische

(el

dus

reguliere functie na, gelijk is aan

singulariteit op.

o
Ve Zij in II(%('W’).— , dus j(*r o Verder weer A= 1,/» = 0, beoven—
dleng(i Y= (1 Pt ) 0,= O, Dan 1s%(«w’) en dus ookF(z) een gehele
functies Men heeft

-1+ K
S Z-—( ') & j ‘"’d&")p b
(t ) d,;r‘_lum'lr)\ﬁ 'ZJt([ ‘t) d.t_, Mnf:‘()\ 2= r(z )\)

1)‘ z [ A !
wnarim T{z)=§ 278" dt

Hvin o oj/, mw

2TI‘L

de onvolledige Gamma~-functie voorstelt.
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Door anslytische voortzetting geldt dit ook voor hehgo .

We vinden 20

1l_"(rz ;(34—‘().

; rdr. TC 2+ & i
Ft.fl):.__?r__f’_ .”:5_2}_ ¥

Als larg z|< % zal als Jzl—c de onvolledige Gamma-functie T(z;(wk )
tot de volledige Gamma-functie T (Fﬁ-k ) naderen. Door het vervangen
van de onvolledige Gamma~funcitie door de volledige, gaat de conver-
gente omtwikkeling in een divergente asymptotische ontwikkeling ovexr.

Is n.l. Re ) >0 dan is r (237 )= T (N\)- S“ft ]‘ZA" dt . Hierin

4

o0
A
zijn zowell (fL'.A),T(X) als L A JC)‘ 't analytische functies van X,
dus bovenstaande relatie blijft ook gelden als Re >\§ 0. We vinden dus

T (Q;)J =T +0(4’:2 -»z>\">
S v NE LB

A
2
We zien dus dat het vervangen van de onvolledige Gamma~functie

door de volledige een fout introduceert, die van kleinere orde in 4 is,

z0

dan welke term van de reeksontwikkeling ook.

Nedert (x| tot oneindig met ]arg (—z)\(lf- , dan zal de term
(7(;2* ) de hoofdbijdrage leveren, in de reeksontwikkeling worden alle
termen van dezelfde orde.

VI. Neem nu in II %(w) coshw, dus

’8’k

]

keven

> .75-_1‘

k oneven

0 eng(f) = (-1 P

it

i

Verder weer >\= 1,/»= O, 1

In dit geval vinden we
Fey =L { (o <) - )
27T "
v Kk
SRRPT

& k
Lk ) X"jw, (b o) (t-)

Ly Sy g i Tlepe) | o Tlrp)

YR ple

Lo )

met
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% krijgt men een asymptotische reeks

Als |z]—> o met |arg 2| < ;

doorP(iZ ) door £ T( +ky« P te vervangen; als )1[——>00 met

]arg ( 4)’<ﬁn krlagt men ecn asymptotische reeks, doorwﬁ (2 ) door

—'z
T ([-s+)€)(—/~){1 te vervangen.
Als voorbecld van de lastste stelling nemen we

k!

en dus

Fle)-3 i
(x) =Z; kl&+mm ~ 1 @J
Toepassing van de dup11catleformule

k§=sz

levert " K
kz*L[I“%“= I (I’iy tm"ﬁ
Tl F gl
(“'ﬂ’j)’ ! ‘i‘.-i- n‘é
i S TR () R A
“ W, |
- -3 nty
: 2(“ ‘} .1}‘ J ' S 'ik Ui“f)ﬂ 3 (_fﬂ) A
yn Ay 4
In dit voorbecld is dus

.-a"n-k
O NES
en we vinden

AN -3 i h
(_zJ I“(z\: e SW, c,w?\, d‘)(t )T dt

wat overeenkomt met de integraalvoorstelling van Poigson voor de

Besselfuncties.

Tenslotte |
k 2 ! '““"“lﬂ (’“" i) i
H), (Yk z"v’fc‘“(“%“'z) < ('n—"k)‘ TR >

dus vinden we de reeksontwikkeling

= -k k L.TYZ m+k+i) m LA TY ~Z, %+k*J
T B il 2% : e

i
Beschouwen we allee
T ( ¢l+‘\+ ) i.p.v. de onvolledige Gamma—functie, dan krijgen we

n de eerste term tussen de haken en nemen we




Vll 7. o
D ] * iy ¢ 2 k-1
- ,P,z ” (Tl)k 9 k(q-%)(n-%}_ . ( (zL' ))
“\arz 43 i
J&Z j (f,)k (Ll’hz-[’*)(L"n,"~'§1")--....‘....._(-L/,nz _v(’*k"’)l)n

“Virz 5 k! (&z)k

wat de bekende asymptotische reeks is. .

VII. Ne;em tenslotte in III A = 0y pt =1, %(W)wa » 4= 0, 3(t)=
(-t ¥ . We vinden na in de integralen tQoor 1 -1t vervangen te

hebben A o0 | Lo peiek
F ) :Zo\_‘-_ S 5 LP dt
=>“Tii%m T(-2;e+k) . k

Nu is weer

r(*ﬁl.')o(w‘k) T(O“rk) 0» £_z)
L T e i '(”,Z"
als dus \arg (-= ),< 35 moken w e in iedere term van de leatstgenoem-
de reeks een fout die van kleinere orde in « is, dan welke term van
de reeksontwikkeling ook, indien we de onvolledige Gamma-~functie door
de volledige vervangen. Zo krijgen we voor Iar-g (-ﬁ)\"\ 'Z—r de asymp-

totische reeks

F@Z\)xi‘%% M

(_z)ol +k




